A transzformációk tanítása az általános iskola 7. osztályában by Erhardt, Imre
órán va ló viselkedési szabályok megszegőivel szemben, ha r áb í r j a a t anu lóka t a kísér-
téseknek, csábí tásoknak va ló ellenállásra, a figyelmes,, fegyelmezett beál l í tódásra. 
Végül a bátorság nevelését kell megemlíteni . M á r a 3. osztályos gyermek is nagy-
rabecsüli a bá torságot társai körében s az emberek maga ta r t á sában , csodálja azt , és 
lelkesedik a bá torság vagy hősiesség példáin . Ideá l juk , pé ldaképük legtöbb esetben a 
bátor , erős, mind ig győzedelmeskedő ember. A bátorság tu la jdonságá t éleszthetjük, fe j -
leszthetjük a környezet ismeret i ó rák keretében a múl tból h o z o t t vagy aktuál is pé ldák 
sorozatával , kiemelve és mé l t a tva a bá to r és hősies te t t szépségét, nemességét. A b á t o r -
ság foga lmát tudatos í t suk és mélyí tsük el, t együnk különbséget az értékes és nem értékes 
bá tor te t tek közö t t , a bátorság ós vakmerőség k ö z ö t t ! Ez szükséges azér t is, m e r t a 
gyermekeknek az a k a r a t r a és az akara t i tu la jdonságokra vona tkozó fogalmai , képzete i 
e k o r b a n még fej let lenek, az ado t t foga lomhoz nem adekvá t t a r t a lma t tá r s í tanak . A cse-
lekedtetés, gyakor lás síkján pedig a bá torság k iny i lván í tásá ra és gyakor lására kell mó-
dot ta lá lnunk. P l . b íz ta tn i , bá tor í tan i kell a gyerekeket nehéznek tűnő f e l ada t megoldá-
sára, a r ova rok tó l , á l la toktó l va ló félelem leküzdésére stb. 
A z akara tneve lés á l ta lános f e l ada ta inak megoldása közben gondo l junk az egyéni 
sajátosságokhoz va ló a lka lmazkodás követelményeire is, és különös f igyelmet fo rd í t sunk 
azokra" a gyermekekre , ak iknek szembetűnő fogyatékosságaik v a n n a k az aka ra t i cselek-
vés tekintetében. Pl . a nagymér tékben befolyásolható , önál lót lan vagy félénk, gyáva , 
k i ta r tásra képte len , esetleg lusta, hanyag gyermekekkel szemben kell ha tékony eljá-
rásokat a l ka lmaznunk az a k a r a t céltudatos fejlesztése érdekében. 
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A z ál ta lános iskolai r e fo rmtan te rv egyik legjellemzőbb újszerű vonása a geometriai 
a lakza tok és b izonyí tások t ranszformációkka l tö r ténő taní tása. 
A 6. osz tá lyban a. s íkidomok egyes tu la jdonságai t a tengelyes szimmetr ia a lapján 
tá rgyal juk . A 7. osz tá lyban az eddigi egybevágó háromszögekkel tö r t énő igazolás he-
lyett a téglalap, négyzet , rombusz, pa ra le logramma tu la jdonságai t a középpon tos szim-
metria segítségével ismertet jük, összehasonl í t juk a középpontos és tengelyes sz immet-
r iá t és további ké t t ranszformáció t is a lka lmazunk : a pá rhuzamos eltolást és a derék-
szögű elforgatást . Az eltolás taní tásá t f e lhaszná lha t juk a mér tan i hely f o g a l m á n a k elő-
készítésére. A 8. osz tá lyban kerül sor az eddigiekhez hasonlóan á hasonlósági t ransz-
formációk taní tására . 
A transzformációk tanítása milyen igényt támaszt a gyakorlatban működő peda-
gógusokkal szemben? 
1. A legfontosabb, hogy mielőbb magunkévá tegyük a t an te rvben előírt szemlé-
letmódot . A z á l ta lános iskolai matemat ika t a n á r o k közü l többen az egybevágósággal 
tör ténő igazolásmódot t a r t j á k jobbnak.* (:;"A t ranszformáció szemléletesebb.) Belá that -
juk és kö rnyeze tünkke l be lá t t a tha t juk , hogy az idomok tu la jdonsága inak mozgással 
tör ténő ismertetése segíti a világnézeti nevelést. A t ranszformációkka l tö r ténő t á rgya-
lásmódot a középiskola i és felsőbb geometriai t á rgya lásmód is indokol ja . A z t t an í t j uk 
ebből az anyagrészből , és úgy t an í t juk azt , hogy a t anu lók a későbbi ismeretszerzés 
3 4 1 
s o r á n erre ép í the tnek . E r r e p é l d a a g i m n á z i u m 1. o s z t á l y á n a k geomet r ia i a n y a g a . Fe l -
épí tésének v e z é r f o n a l á t a t r a n s z f o r m á c i ó k a d j á k . A z a l a k z a t o k t u l a j d o n s á g a i a s z e r i n t 
k a p n a k he lye t az a n y a g el rendezésében, h o g y m e l y i k t r a n s z f o r m á c i ó v a l l e h e t v izs -
gá ln i a z o k a t . 
2. A t r a n s z f o r m á c i ó k k a l t ö r t é n ő t á r g y a l á s m ó d szükségessé teszi, h o g y ö n m a g u n k -
b a n f e l i dézzük a geomet r i a i t r a n s z f o r m á c i ó k lényegét és l eg fon to sabb t u l a j d o n s á g a i t . 
P l . A geomet r i ában és a közép i sko la i geometr ia a n y a g b a n is a t r a n s z f o r m á c i ó k a t a g e o -
m e t r i a i a l a k z a t és a leképezés f o g a l m á n a k segítségével d e f i n i á l j á k . Szükséges t e h á t f e l -
i d é z n ü n k , hogy geomet r ia i a l a k z a t o k n a k a sík v a g y a t é r véges v a g y végte len p o n t h a l -
m a z á t n e v e z z ü k , és hogy a leképezés t á g a b b k ö r ű f o g a l o m , m i n t a t r a n s z f o r m á c i ó : a 
t r a n s z f o r m á c i ó o l y a n egyér t e lmű leképezés, me lyné l k é t k ü l ö n b ö z ő p o n t k é p e is k é t 
k ü l ö n b ö z ő p o n t . 
3. A t a n t e r v és a t a n k ö n y v e k b iz tos í t j ák , h o g y a z i smeretszerzésben a szerkesz tés 
a megfe le lő he lye t f o g l a l j a el. A t ü k ö r k é p e k megszerkesz tésének e l s a j á t í t t a t á s a f o n t o s 
f e l a d a t , de emel le t t ne f e l e j t sük el, h o g y a t a n u l ó k g o n d o l k o d á s á n a k , l ényegk ieme lő 
készségének fejlesztése é rdekében a szerkesztések k ö z b e n a f e l m e r ü l ő g o n d o l a t s o r t is 
t i s z t á z z u k . P l . A síkbel i tengelyes tükrözéséné l : 
— a tengely képe m a g a a tengely . 
— a t ü k ö r k é p e t a tenge lyen ismét t ü k r ö z v e e l j u t u n k az e g y h e l y b e n h a g y á s h o z (a 
. p o n t o k az eredet i h e l y ü k r e k e r ü l n e k vissza). 
— b á r m e l y egyenes, ha nem p á r h u z a m o s a tükör tenge l lye l , t ü k ö r k é p é t a sz im-
m e t r i a tenge lyen metsz i . ( H a p á r h u z a m o s , a k k o r a t ü k ö r k é p e is.) 
— a t ü k ö r k é p mére te i megegyeznek az i d o m mére te ive l . A tengelyes t ü k r ö z é s 
t ávo l ság- és szög ta r tó . 
— a tengelyes t ük rözés n e m t a r t o z i k a s íkbel i m o z g á s o k k ö z é . Bár az e rede t ive l 
egybevágó a l a k z a t o t a d , de a k é t a l a k z a t o t n e m lehe t a s í k b a n -mozgatással f e -
désbe- hozn i . A sokszög tengelyes t ü k ö r k é p e az e rede t ihez képes t e l l enkező k ö -
rü l j á rású (a sík a d o t t o l d a l á r ó l t ek in tve) . A z egybevágóság f o g a l m á t is t i s z t á z -
z u k t a n u l ó i n k k a l . ( I r o d a l o m 1, 2, 3, 8.) 
4 . A 6. o s z t á l y b a n k e z d j ü k el a t r a n s z f o r m á c i ó k t an í t á sá t . Ebben a k o r b a n a z 
a b s z t r a k t g o n d o l k o d á s fe j lődésének fel tételei m e g v a n n a k , de a g y e r m e k g o n d o l k o d á s a 
m é g k o n k r é t szemlélethez k ö t ö t t . A g o n d o l k o d á s b a n a k ü l ö n b ö z ő fe j le t t ségi s z in t ek 
koegz isz tenc iá ja érvényes . V a n n a k ismeretek, a m e l y e k t ek in te t ében a g y e r m e k m á r f o -
g a l m i szinten áll , v a n n a k ismeretek, amelyeke t v i szon t csak k o n k r é t f o r m á b a n képes 
e l sa já t í t an i . E z e n fe j lődés lé lek tan i sa já tosság a z t a k ö v e t e l m é n y t á l l í t j a e lénk, h o g y a 
k o n k r é t f o r m á k a t a szemlél te tés , a cselekedtetés segítségével t e r e m t s ü k m e g t a n u l ó i n k -
n a k . E z nem jelent i a m i n d e n á r o n va ló szemléltetést , de a m i t lehet , n y ú j t s u n k szemlé l -
tetés f o r m á j á b a n t a n í t v á n y a i n k n a k . 
KÖZÉPPONTOS SZIMMETRIA TANÍTÁSA 
(Irodalom: 1, 2, 3, 4, 5, 8.) 
A t a n k ö n y v g y a k o r l a t i p é l d á b ó l k i i ndu lva , — a t a n u l ó k t a p a s z t a l a t á r a ép í tve — 
veze t i be a f o g a l m a t , m e g a d j a a „ k ö z é p p o n t o s a n s z immet r ikus p o n t o k " és a „ s z i m m e t -
r i a k ö z é p p o n t " e lnevezést szemlél tetés kíséretében. A szerkesztés mene té t köz l i . J a v a -
so l juk , h o g y eleinte a szerkesztés t a t a n á r végezze el a t á b l á n , s a t a n u l ó k m o n d j á k a z 
egyes lépéseket. 
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A k ö n y v szerint a szerkesztést e lvégezzük az át tetsző pap í ron is, és megmuta t juk , 
hogy 180°-kal e l fo rga tva A az A'-be és A' az /4-ba kerül t . A z indukciós anyagban fel-
ve the t jük a 169. oldal 1. kérdését is. H o g y a középpon tos tükrözés foga lmá t minél 
pon tosabban megismertessük és a bevésést elősegítsük, vizsgál juk meg, ill. emel jük ki 
egyes tu la jdonságai t kü lön-külön is. 
A pé ldáka t elemezve mutassunk rá , h o g y a t ankönyv i első pé ldában (163. old.) az 
E p o n t tükörképe P , a másodikban az A p o n t tükörképe A ' , tehát p o n t tükörképe 
pon t . A tükrözési középpon t t ükörképe önmaga . A z eredeti pon t , a tükrözési k ö z é p p o n t 
és a tükörkép egy egyenesbe esnek. A tükrözési középpon t az eredeti pon t tó l és a n n a k tü-
körképétő l egyenlő távo l van . A z 1. pé ldában egyenlőnek vet tük, a második pé ldában a 
kö r sugara á l landó. H á n y o lyan p o n t van , amely egybeesik a tükörképével? Vessük fel 
kérdésként , hogyan szerkeszthető meg A p o n t tükörképe , ha ado t t az A és a tükrözési 
középpont . A szerkesztésnél t é r jünk k i a két fé le értelmezésre. (A tükrözésré vá ró pon t tó l 
a tükrözési középpont ig húzo t t egyenes szakaszt a középponton túl u g y a n a k k o r a sza-
kasszal meghosszabbí t juk, vagy a tükrözésre vá ró pon t és a középpon t megha tá roz ta sza-
kaszt a középpon t körü l 180°-kai e l forgat juk . ) A szakasz középpontosan szimmetr ikus 
képének szerkesztésénél fe lhasznál juk a p o n t középpontos tükörképérő l t a n u l t a k a t . A z 
óra elején fe le levení thet jük az egyenes, a szakascz foga lmát és azt , hogy az egyenest ké t 
p o n t j a — s a szakasz két végpont ja megha tá rozza . A szükséges ismeretek b i r tokában meg-
szerkeszt jük a szakasz két végpon t j ának képét . A tanulók ál tal a szakaszon tetszés sze-
r i n t fe lvet t pon tok képének megszerkesztésével érzékeltet jük, hogy az AB szakasz minden 
p o n t j á n a k a képét az A'B' szakaszon ta lá l juk , tehát a szakasz középpontos tükörképe sza-
kasz, amely a z eredetivel egyenlő hosszúságú. E z t egyelőre méréssel szemléltessük. A kö-
zéppontos tükrözés t 180°-os e l forga tásnak ( tehát mozgásnak) f e l fogva jobban kivi-
láglik, hogy a szakasz p o n t j á n a k képei a végpontoka t összekötő szakasz pon t ja i . Vo-
na lzó csúsztatásával be lá t t a tha t juk , hogy az AB párhuzamos a z A'B'-vei. (Felvethet-
jük problémaként , hogy mi lenne a tükrözési középpon ton á tmenő egyenesen levő sza-
kasz képe. A t anu lók be lá t ják , hogy u g y a n a z o n az egyenesen levő szakasz. Felvethet -
j ü k továbbá , hogy m i a vá l tozás a tükrözés u tán . A tanulók irájönneik, hogy az i rányí -
tás. Felvethető, hogy mely szakaszok azok , amelyek önmaguknak a tükörképei . ) Meg-
szerkeszt jük ezu tán forgatással a szakasz középpon tosan sz immetr ikus képét , s belát-
t a tha t juk , hogy az előzővel azonos eredményhez ju to t tunk . A fo rga tás t á t te tsző pap í r r a l 
minden tanuló végezze el. A tük rözendő szakasz felvételénél ügye l jünk ar ra , hogy ál-
ta lában ne legyen pá rhuzamos a füze t alsó szélével, illetve egyik szélével se. 
' A szakaszok pá rhuzamosságának igazolására a lkalmas cselekvő szemléltetési mód 
a szalagokkal tö r ténő szemléltetés. Ehhez egy piros és egy kék (különböző színű) szalag 
szükséges. (Egyenlő szélességű.) Egy, a „középpon thoz" fekte te t t pá rhuzamos szélű 
szalagot — pl. a pi rosat — 180°-kal e l fo rga tunk a középpon t körül . A z t m á r be lá t ta t -
tuk, hogy a középpon ton á tha l adó egyenes tükörképe ugyanaz az egyenes. (A szalag 
szélét egy egyenes egy részének fog juk fel.) Megjelöljük a szalagon egy p o n t o t és be-
mu ta t j uk , hogy a P pon tban két p o n t v a n egy-
máson: a z eredeti szalag felső szélének és az el-
fo rga to t t szalag alsó szélének egy-egy pon t j a . A 
szalag másik széle eredeti helyzetével p á r h u z a - -
mos, a 180°-os e l forgatás u tán , min thogy bármi -
lyen szakaszhoz i l leszthetünk egy szalagot, amely-
nek párhuzamos széle a középpon ton megy át . 
( H o z z á illesztjük a kék szalagot.) Ezzel az t is 
igazolhat juk, hogy a szakaszon kijelölt haladási 
i rány ellenkezőjére vál tozik. A z i r ány t a szalagra 
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r a j zo l t nyíl lal je lölhet jük. A z i rányvá l tozás t egy 
más szemléltetési 'móddal is b e l á t t a t h a t j u k : A z 
egyes számjegy szárá t f e l fog juk egy szakasznak . 
A z egyes számot a lko tó fe rde szakaszt a csúcspont 
jelöléseként f o g j u k fel. A z egyes há rom p o n t j á t 
180°-kal r a j z b a n e l fo rga t juk . (Lásd 3. áb ra . ) 
Ez t a fo rga tás t a t anu lók is elvégezhetik. E g y 
négyzet a lakú á t lá tszó p a p í r r a r á r a j z o l j á k az 1 -
est. Kijelölik a középpon to t tükrözési k ö z é p p o n t -
nak és gombostű körü l 180°-kal e l fo rga t j ák a p a -
p í r t , az előbbivel azonos eredményt k a p n a k (2. 
ábra) . 
Érdekességképpén és az osz tá ly . legjobbja inak p rob lémakén t megmuta tha t juk , hogy 
ugyanezt áz eredményt megkap juk m á s ú t o n is. K é t zseb tükrö t egymásra és a p a d r a is 
merőlegesen elhelyezünk. Egy k ivágot t l -es számjegyet a tükör elé helyezve keressék 
meg az t a tükörképet , amelyik megfelel a másik ké t eljárással nye r t t ükö rképnek . 
P rob lémakén t fe lve the t jük : 
a) H o g y a n lehet a kele tkezet t képet a tengelyes tükrözéssel magya rázn i . 




c) Mi lyen szerepük van a tükrözésnél a tengelyeknek. (Csak a metszéspont juk ér-
dekes.) 
d) Mi lyen f iz ikai eszköz alapszik ezen az elven? 
A szög középpontosan szimmetrikus képének megszerkesztésénél f e lhaszná lha t juk , 
hogy a középpon tos tükrözés p o n t o t pontba, ' szakaszt szakaszba visz á t , és a k ö z é p -
pontosan tükrös szakaszok pá rhuzamosak és ellenkező i r ányúak . A z utóbbival m a g y a -
r ázha tó a t a n k ö n y v azon monda ta , mely szerint „szög középpontosan szimmetr ikus 
képét úgy k a p j u k meg, hogy megszerkeszt jük a szög csúcsának a szimmetr ia- közép -
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pon t r a vona tkozó képé t , m a j d ebből a képpontból k i indulva ellenkező i rányú pá rhu -
zamosokat h ú z u n k az eredeti szög szára iva l" . 
(Párhuzamos t csúsztatással is húzha tunk . ) A t a n k ö n y v kijelöl a szögszáron egy-
egy pon to t , a z t 180°-kal e l forgat ja , t ehá t végeredményben megszerkeszt i 2 egymást 
metsző szakasz középpon tosan szimmetrikus képét . 
A csúcsszöget m i n t a vál tószög speciális esetén is bemuta tha t juk , amikor a t ük rö -
zési középpon t a szög csúcsa. (A tükrözési k ö z é p p o n t tükörképe önmaga.) 
A vál tószög felismerésének gyakor lására a lkalmas a 166. o. c) áb rá ja , amelyben 
különböző szögeket megjelölhetünk és 'kerestethetjük a megjelölt szög (szögek) vá l tó -
szögeit. Fe lada tkén t a d h a t j u k , hogy keressék (szerkesszék) meg a vá l tószögpárok tü -
körközéppon t j á t . A s ík idomok középpontosan sz immetr ikus helyzete című anyag tan í -
tását a mellékletben közö l t ó raváz la tban leír tak a l ap ján is elvégezhetjük. 
Á középpontos és tengelyes szimmetria összehasonlításánál a cselekvő szemléltetés 
mellett lehetőségünk lesz az egymásból való szá rmaz ta tás kiemelésére, az azonosságok 
és különbözőségeik megfogalmazására . Pl . A z előzőekben leírt e l járásokkal bemuta t -
ha t juk , hogy k é t merőleges tengelyes tükrözés egymásutáni elvégzésének eredménye 
azonos a tengelyek metszéspont já ra va ló tükrözés eredményével , azaz azonos a centrá-
lis tükrözéssel. E z t megmuta tha t juk úgy is, hogy egy négyrét összehaj tot t pap í r l ap 
négy rétegéből egyszerre k ivágunk egy idomot . Kisimítás u t án négy idom és k é t egy-
másra merőleges tükör tengely keletkezik. A tükör tengelyeknek a metszéspont já t jól 
emeljük ki. (Később be lá tha t juk — esetleg szakkörön, hogy a centrális tükrözéshez 
csak a tengelyek metszéspont ja szükséges.) 
Ezzel m e g m u t a t h a t j u k , hogy a k a p o t t ábrán egy idomnak k é t idom tengelyesen 
tükörképe, egy i d o m pedig középpontos tükörképe. 
így .be lá t t a tha t juk , hogy egy idom centrális tükörképé t ké t merőleges tengelyre 
való tükrözéssel is e lőál l í that juk, mégpedig többféleképpen. (5. ábra) 







i • * • — 
A• Bm 
V. / N / 
c* c 
Mutassuk meg, hogy a tengelyes tükrözésnél a fedésbe hozáshoz k i kell lépnünk 
a síkból, középpontos tükrözésnél és 180°-os e l forgatásnál az idomok kilépés nélkül is 
fedésbe hozha tók . A körül já rás különbségére is mutassunk rá . Azonosságként emeljük 
ki, hogy m i n d k é t tükrözésnél a t ükörkép tükörképe az eredeti idom. (Középiskolában 
az inverz t r ansz formác ió foga lmánál jól fe lhaszná lha t ják m a j d tanulóink.) Mindké t 
esetben ellentétes állású idomoka t kapunk . A tükrözési középpon t tükörképe önmaga, 
a tengely tükörképe a tengely. A tükrözési középponton á tmenő egyenes tükörképe 
önmaga, ellentétes irányítással . 
Az összefoglaló ó ra táblaképe szerintem a t ankönyvbő l 5. p o n t b a n fog la l taka t 
t a r t a lmazha t j a . 
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Óravázlat (Irodalom: 6) 
Az óra menete: 
1. Órakezdő feladat: 259. o. (64. b) kérdése. 
Beszéljük meg: a) Hogyan 
szerkesztjük meg a pontnak a tü-
körképét? 
b) Miért lesz a keletkezett idom 
négyzet? 
c) B és C pontnak mi lesz a tü-
körképe? 
a) A pont tükörképe? 
b) AO miért = OA'? 
c) OB = CB és AO = OA' 
ebből mi következik? 
d) A szög 90", ebből mi követke-
zik? 
Számonkérő jel-
leggel. Két tanuló 
füzetét ellenőrzi a 
tanár. Az eredményt 
részjegyként az osz-
tályzatba beszámít-
ja." A tanulók egy-
más munkáját ellen-
őrzik. A jót kipipál-
ják, a rosszat alá-
húzzák. 
3. Számonkérés: Az órakezdési feladat ellenőrzése. 
Két tanuló az alábbi feladatot kapja. 
Írd fel a négyes és az egyes szög 
váltószögeit és csúcsszögeit! 
Az ábrát felrajzolják a táblára is. Miközben a tanár a két fe-
lelő munkáját ellenőrzi, az osztállyal megoldják a feladatot. 
4. Osztályfoglalkoztatás: Geometriai alapfogalmak. Pont kö-
zéppontosan szimmetrikus képének szerkesztése és tulajdonságai. 
A tükrözési középpont szimmetrikus képének meghatározása. Sza-
kasz középpontosan szimmetrikus képének megszerkesztése és tu-
lajdonságai. 
A váltószög és csúcsszög szerkesztése és tulajdonságai. Az egy-
bevágóság fogalma. A 169. o. (3. 4. kérdése. 5.) Célkitűzés: A mai 
órán megszerkesztjük síkidomok középpontosan szimmetrikus, ké-
pét, és megvizsgáljuk a középpontosan szimmetrikus helyzetű sík-
idomok tulajdonságait. 
6. Új anyag tárgyalása: 
I. a) A tankönyv háromszöggel kapcsolatos 
kesztése csúcspontok tükrözésével. 
b) A tankönyv háromszöggel kapcsolatos 
kesztése 180°-os elforgatással. 
c) A fenti feladatot szerkesszük meg átlátszó papírra és gombostű 
körül 180°-kal forgassuk el. 
példájának megszer-
példájának megszer-
A tanár két felelő 




ben két tanuló azo-
nos feladattal fel-
adatlapot kap. 
A felelők 2—2 
kérdést kapnak. A 
négy részjegy (óra-
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II. 
A téglalap tükrözése 




III. Elemzés: A háromszög csúcspontjainak tükrözésével milyen 
alkatrészek tükörképét határoztuk meg? (A háromszöget alkotó egye-
nes szakaszokat és szögeket.) A szakaszok tükrözéséről mit állapítot-
tunk meg? (Nagyságuk állandó, párhuzamosak és ellenkező irányítá-
súak.) A szögekről mit állapítottunk meg? (Váltószögek.) 
Ennek alapján milyen egyenlőséget írhatunk fel a két három-
szög megfelelő oldalai, illetve szögei között? (AB = A'B', BC=B'C', 
CA = C'A', illetve 1 = 1' X a—a'). Mit tapasztaltunk, amikor 
az eredeti háromszöget elforgattuk? (A két háromszög fedi egymást.) 
Tehát mit állapíthatunk meg a két háromszögről? (Egybevágóak.) 
Hasonlóan elemezzük a téglalap szerkesztését is. 
A háromszöget és a téglalapot középpontosan tükrözve milyen 
idom a tükörkép? (Háromszög, téglalap.) Milyen az eredeti idom és 
a tükörkép^ egymáshoz viszonyítva? (Egybevágóak.) Mit állapítot-
tunk meg a megfelelő oldalakról és a megfelelő szögekről? (Egyenlő 
^nagyságúak.) Milyen a tükrözött és az új idom körüljárása? (Azo-
nos.) Milyen az állásuk? (Ellentétes.) Mit állapíthatunk meg a kö-
zéppontosan szimmetrikus idomokról? (Egybevágóak, azonos körül-
járásúak, ellentétes állásúak.) Mi jellemzi a megfelelő pontokat ösz-
szekötő egyeneseket? (Átmennek a tükrözési középponton.) 
7. Gyakorlás: Rajzoljunk egyenlő szárú háromszöget! 











Egyik csúcsán át tükrözzük! Jelöl-
jük meg a megfelelő oldalakat és 
\ szögeket! írjuk fel, milyen szög-
i t párókat találunk! 
Y = l ' (csúcs) -
/?=/?' (váltó) 
0£ = a' (váltó) 
'8. összefoglalás: Az .¡idomok tükrözését milyen előző ismere-
tekre vezettük vissza? (Poílt és-szakaszok tükrözése.) Hol vehetjük 
fel a tükrözési középpontot? (Az idomon kívül, belül és az idomon.) 
Milyen idom egy háromszög, egy négyzet stb. középpontosan tük-
rözött képe? (Háromszög, négyzet stb.) Mit mondhatunk az idom 
körüljárásáról? (Azonos.) Mit állapíthatunk meg az idom állásáról^ 
(Ellentétes.) Milyen szögpárokat kaphatunk az eredeti és az új idom 
szögei segítségével? (Váltószögek, de lehetnek csúcsszögek is.) 
Félig önálló mun-
ka. A tanár a táblá-
nál szerkeszti, a ta-
nulók diktálják a 
szerkesztés menetét. 
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A PÁRHUZAMOS ELTOLÁS ÉS 90°-OS ELFORGATÁS 
(Irodalom: 2, 3, 5, 7, 8) 
A p á r h u z a m o s el tolás t a n í t á s a k o r p r o b l é m a felvetéssel k e z d h e t j ü k az ó r á t . A d o t t 
egy há romszög , és le a k a r j u k máso ln i úgy , hogy egy m e g h a t á r o z o t t t ávo l ság legyen a 
ké t h á r o m s z ö g k ö z ö t t . A p r o b l é m á t cselekedtetéssel p r ó b á l j u k mego ldan i . E g y k é t r é t ű 
p a p í r r a megszerkesz t jük a h á r o m s z ö g e t és k i v á g j u k . V e s z ü n k egy r a j z l a p o t és a b b a k é t 
g o m b o s t ű t t ű z ü n k . A k é t r é t ű p a p í r t a r a j z l a p o n csúsztassuk úgy , h o g y a z éle a k é t 
gombos tűve l á l l a n d ó a n é r in tkezzék . Csúsz ta tá s k ö z b e n m e g á l l u n k és a k i v á g o t t i d o -
m o t — a ke re t m e n t é n — a r a j z l a p r a többször l emáso l juk . Háromszögéként k a p u n k . A h á -
romszögek e g y m á s n a k e l to l t képei . Ezze l d e f i n i á l j u k a t r a n s z f o r m á c i ó t is, vagy i s m e g -
á l l a p í t j u k , h o g y ez t a műve le t e t e l to l á snak n e v e z z ü k . (Beveze the t j ük G á d o r E n d r é n é 
a M a t e m a t i k a T a n í t á s a 1964. I V . s z á m á b a n k ö z ö l t p é l d á j a a l a p j á n is.) E z t k ö v e t ő e n 
f e l idézzük , h o g y m i l y e n i d o m o t n e v e z z ü n k h á r o m s z ö g n e k . A h á r o m s z ö g e t h á r o m 
egyenes szakasz h a t á r o l j a . A z egyenes szakaszok egymássa l szöget z á r n a k be, és p o n -
tokbó l á l lnak . R á m u t a t h a t u n k , hogy a h á r o m s z ö g e l to lá sáva l s z a k a s z o k a t ( p o n t o k a t ) 
-és szögeket t o l t u n k el. Fe lve the t jük , h o g y h a p o n t o t t o l u n k el, m i lesz a k é p e . (A h á -
r o m s z ö g ö n k i j e lö lünk egy p o n t o t . ) A t a n u l ó k m e g á l l a p í t j á k , h o g y p o n t e l to l t képe p o n t . 
F e l v e t h e t j ü k , hogy m i é r t vo l t a r a j z l a p b a s z ú r v a a k é t gombos tű . A t a n u l ó k r á j ö n n e k , 
hogy a p á r h u z a m o s s á g o t ezzel b i z to s í t o t t uk . U t á n a m e g á l l a p í t h a t j u k , h o g y p o n t p á r h u -
z a m o s e l to lásáva l n y e r t k é p e p o n t lesz. Be tűkke l m e g j e l ö l j ü k — m i n d e n t a n u l ó — a h á -
romszög egyik o lda l á t . Ezze l s z a k a s z t j e lö l tünk meg . I sméte l t e l tolással m e g á l l a p í t -
j u k a meg je lö l t szakasz e l to l t képei t , és 'hogy a z e l to l t és az eredet i szakasz e g y e n l ő 
hosszúságúak . V o n a l z ó csúszta tással m e g m u t a t h a t j u k , h o g y p á r h u z a m o s a k . 
Színessel megje lö l jük a h á r o m s z ö g egyik szögét úgy , h o g y a csúcsponton k í v ü l 
m i n d k é t s zá ron megje lö lünk egy-egy p o n t o t . Ezze l a szög e l to lásá t v i s szaveze t jük p o n t 
és szakasz e l to lására . M e g m u t a t j u k , hogy a z eredet i és a z e l to l t szög m o z g a t á s s a l f e -
désbe h o z h a t ó , és ebből k ö v e t k e z i k , h o g y egyenlők . 
A szakasz e l to lásnál m e g á l l a p í t o t t u k , hogy a z e rede t i és a z e l to l t szakasz p á r h u z a -
mosak . E b b ő l köve tkez ik , h o g y a szög szá ra i pá rhuzamosa ik . A t a n á r e z u t á n köz l i a z 
egyál lású szög f o g a l m á t . M a j d f e l i d é z z ü k a vá l tó szög f o g a l m á t . A k e t t ő t összehason-
l í t j uk . M e g á l l a p í t j u k az egyező t u l a j d o n s á g a i k a t : s zá r a ik p á r h u z a m o s s á g á t és a szögek 
egyenlőségét . M e g á l l a p í t j u k k ü l ö n b ö z ő t u l a j d o n s á g a i k a t : a ' s z á r a i k i r ány í t á sá t . 
Fe l idézzük , h o g y a vá l tószöge t mi lyen t r a n s z f o r m á c i ó v a l k a p t u k , s öszehason l í t -
j u k a cent rá l i s t ük rözés t és az e l tolást , m i n t t r a n s z f o r m á c i ó t is. 
Megegyező t u l a j d o n s á g u k : h o g y m i n d k é t t r a n s z f o r m á c i ó p o n t o t p o n t b a , egyenes t 
egyenesbe visz á t , de k ü l ö n b ö z n e k a b b a n , hogy a cent rá l i s t ük rözésné l az egyenesek 
i r ány í t á sa e l lenkező lesz. 
A z egyál lású szög f o g a l m á n a k a l a p j á n — a vá l tó szögné l m á r eml í te t t á b r á n — k e -
restessünk egyál lású szögeket . 
L á t n u n k ke l l , hogy "amikor m é g á l l a p í t o t t u k , h o g y el tolással s zakasz t vele egyen lő 
nagyságú és p á r h u z a m o s szakaszba v i t t ü n k át , m é r t a n i h e l y e t k é s z í t e t t ü n k elő. A f e n t i e -
ke t így is m e g f o g a l m a z h a t n á n k : „ H a egy szakasz m i n d e n p o n t j á t u g y a n a b b a n a z i r á n y -
b a n és u g y a n a k k o r a t ávo l ságga l t o l j u k el, a k k o r a k a p o t t p o n t o k m é r t a n i he lye a z 
e rede t ive l p á r h u z a m o s egyenes lesz." A szakaszok e l to lása u t á n , a z e l to l t h á r o m sza-
kasz t m i n t há romszöge t v iz sgá lva m e g á l l a p í t h a t j u k , h o g y a h á r o m s z ö g el tolása a l a t t 
a h á r o m s z ö g e t a l k o t ó p o n t o k e l to lásá t é r t j ük . Mive l a z e l to lás s zakasz t s z a k a s z b a , szö-
get u g y a n o l y a n nagyságú szögbe visz á t , az el tol t és az eredet i h á r o m s z ö g szögei és 
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oldalai egyenlők. A megfelelő szögek egyállásúak, tehá t az eredeti és az eltolt három-
szögek egybevágóak. (Ezt csúsztatással is érzékel tet jük.) 
Ezu tán fe lve the t jük , hogy hogyan tör tén ik meg ado t t távolságra tör ténő eltolás. 
( T a n k ö n y v a lapján. ) I t t ügye l jünk a r ra , h o g y az „ a d o t t távolságra való el tolás"-nál 
a távolság nem az eredeti és a 'keletkező eltolás távolságát jelenti. Pl . Egyenest önma-
gán is e l to lha tunk , a távolság zérus lesz. Bemuta tha t juk , hogy az 5. osztá lytól hasz-
ná l t csúsztatás nem más, m i n t p á r h u z a m o s eltolás. A pá rhuzamosok szerkesztése az 
egyállású. szögek tu la jdonságán alapszik. A m i k o r a rögzí te t t szár mellet t csúsztat tuk a 
vonalzót , egyállású szöget szerkesztet tünk. 
A pap í rmodel l segítségével be lá t t a tha t juk , hogy mivel egy eltolás sem vá l toz ta t j a 
meg az idom állását , több egymásutáni eltolást egy eltolással is helyet tesí thetünk. Az 
eltolt i domnak az eredeti idom pá rhuzamosan eltolt képe. Ez a megál lapí tás előkészíti 
a t ranszformáció inverzének fogalmát . Szakkörön r á m u t a t h a t u n k arra , hogy az ado t t 
tengelyre, il letve pon t r a való tükrözés önmagának inverze, az ado t t i rányú és zérustól 
különböző mér tékű eltolás azonban nem/ 
Taná r i segítséggel az összefoglalásnál t i sz tázha t juk , hogy eltolás olyan t r ansz fo r -
máció, amely minden háromszöget vele „egyállású". háromszögbe visz át. Meghagyja 
az idom körül járás i i r ányá t és méreteit . 
Be lá t t a tha t juk , hogy megismerkedtünk a háromszögek másolásának egy ú j m ó d -
szerével, amellyel bármi lyen távolságra is á t t udunk másolni háromszögeket (a lakza to-
ka t ) úgy, hogy nem kell összeilleszteni a lapokat . 
A tanulók közösen, a t aná r vezetésével végezzenek eltolásokat, ha ismert az eltolás 
i ránya és nagysága. Kezde tben szakaszok és szögek eltolását végeztessük el. Er re pé lda 
a 101. és a 102. fe lada t . Ezek u tán háromszögeket to l junk el megado t t távolságra és 
megadot t i rányban . Er re példa a 104. és 105. fe ladat . A t ranszformációk azonosságai-
nak és különbségeinek megál lapí tását a 108. fe lada t megoldása is segíti. 
A tan te rv csak a háromszögek pá rhuzamos eltolását í r ja elő. Felvethet jük és szak-
körön bemuta tha t juk , hogy tudnánk-e az eltolásnál t anu l t aka t más a l akza tokra is 
a lkalmazni . Pl . A pa ra le logramma eltolását visszavezethet jük két háromszög eltolására. 
A háromszögek eltolását csúcspontjaik eltolásával helyet tesí thet jük, tehát a paralelog-
r amma eltolását négy csúcspont jának eltolásával végezhet jük el. 
A forga tás jellemző ada ta i t cselekvő szemléltetéssel konkré tabbá tehet jük és jól 
megérte thet jük. A z ó rá ra a tanulók hozzanak magukka l egy papírcsíkot . Szúr junk a 
papírcs íkba két lyuka t (A és K). A papírcs íkot könnyebb-
ség kedvéér t a füze t szélével pá rhuzamosan he lyezzük el, 
és a K pon tban rögzítsük. A csíkot tar tsuk feszesen és moz-
gassuk úgy, hogy az A lyukon ceruzahegyet dugunk ke-
resztül. A csík mozgatásá t fo rgásnak nevezzük. A forgás t 
addig végezzük, míg a kör ív 90°-os szöget nem ír le. Eb-
ből leolvashat juk, hogy a fo rga tásnak há rom jellemző ada -
ta v a n : 
A forgási középpon t (a f ixpont ) , az elforgatás szöge és 
a forgás menete (jobb, bal). • 
Közö lhe t jük tanuló inkkal , hogy mi a tovább iakban csak 90°-os forgatási szöggel 
végzünk t ranszformáció t . 
A t anu lók a fent i szemléltetés u t án r á jönnek , hogy m á r végeztünk forga tás t 180°-os 
szöggel. Ez jó a lka lom a középpontos tükrözés tu la jdonsága inak fe lúj í tására . 
Végezzük el egy a l akza t tengelyes tükrözését — a t anu lókka l együt t — úgy, hogy 
e l forgat juk egy haj táséi körül . Megál lap í tha t juk , hogy a szokásos k ö z n a p i szóhasználat 
szerint ez is forgatás . Abban különbözik az előző két forgatás tól , hogy ki kellett lép-
3 4 9 
n ü n k a síkból. Ebből l evonha t juk az t a következtetést , hogy a síkban csak p o n t k ö r ü l 
f o r g a t h a t j u k el a z a l akza toka t . (A fent iekben leírt papírcs ík szerepét a k ö r z ő is be tö l t -
heti.) A körző egyik szárának fo rga tásakor a mozgó szár a másik szárra l k ü l ö n b ö z ő 
szögeket zá r be. 
A forga tás foga lmának és jellemző ada t a inak t isztázása u tán a t a n k ö n y v i pé ldá -
ból i ndu l junk ki. Forgassunk el egy derékszögű háromszöget . Ál lap í t suk meg a jel lemző 
a d a t o k a t . A forgatás i k ö z é p p o n t a derékszög csúcsa. A forga tás szöge 90°. A f o r g a t á s 
menete : balmenetű. A z t t u d j u k , hogy a háromszöget h á r o m csúcsa m e g h a t á r o z z a . E b -
ből be lá t t a tha t juk , hogy a csúcspontok e l forga tásakor k a p o t t p o n t o k m e g h a t á r o z z á k 
az e l forga to t t háromszöget . 
A t ankönyv i példa , a 180°-os e l forgatás és a fent i szemléltetés felidézésével meg-
á l l ap í tha t juk , hogy a 90°-os pon tkörü l i e l forgatás nem vá l t oz t a t j a meg a mére teke t és 
a körü l já rás i rányá t . P o n t o t pon tba , egyenest egyenesbe, szöget szögbe visz át . 
A t ankönyv i pé ldánál p rob lémát jelenthet, hogy miér t egybevágó a két de rék-
szögű háromszög. Bemuta tha t juk , hogy a CB és az A C szakaszt u g y a n a k k o r a (90°-os) 
szöggel f o rga t t uk el. A hosszuk nem vál tozot t , mive l a szakasz hosszát v e t t ü k k ö r z ő -
nyí lásba. í gy az eredeti és a k a p o t t háromszögben két -ké t o lda l egyenlő. Egyenlő a ké t 
oldal á l ta l bezár t szög is, hiszen derékszögek. Ebből következ ik az egybevágóságuk. 
A t ankönyv i pé ldából jó, ha az egyik szöget külön lemásol juk és e l fo rga t juk 90 c -
kal a csúcsa körül . M a j d pá rhuzamosan el tol juk, s megmuta t juk , hogy melyik szár me-
lyik szárra merőleges. (A szárak meghosszabbításait is megra jzo l juk . ) A szög 90°-os 
e l forgatását összekapcsolhat juk p o n t n a k háromszög vona lzó segítségével tö r t énő e l for -
gatásával . Egy ponto t derékszögű vona lzóva l 9 0 ° - k a i úgy 
fo rga tunk el, hogy a vona lzó derékszögű csúcsát a forga tás i 
k ö z é p p o n t h o z tesszük úgy, hogy az egyik befogó a z e l fo r -
ga t andó pon thoz il leszkedjék. A más ik befogó mel le t t egye-
nest húzunk és erre r á m é r j ü k a pon t és a forgási k ö z é p p o n t 
közt i szakaszt . A szög szára inak egy-egy p o n t j á t 90° -ka i 
e l forga t tuk (egy pon t körül ) . 
A fent iekkel b izony í tha t juk , hogy a merőleges szárú 
hegyes, illetve tompaszögek egyenlők. H a a szöget a z ere-
deti csúcspontja körü l 90° -ka i e l fo rga tnánk , a k k o r a szög-
I N* szárak pá rhuzamosakká vá lnának . Mivel m indke t t ő hegyes, 
[2 v illetve tompaszög, n e m egészíthetik k i egymást 1 8 0 ° - r a , 
~ ^ tehát csak egyenlők lehetnek. (Mivel a p á r h u z a m o s félegye-
í nesek a lko t ta szögek v a g y egyenlők, vagy 180° - r a egészí-
t ik ki egymást.) 
Szakkör i fogla lkozásokon — vagy a leg jobbaknak prob lémaként házi f e l a d a t n a k 
— fe l ada tha t juk , hogy keressenek o lyan idomokat , amelyeket egy p o n t körü l egy a lka l -
mas szöggel e l fo rga tva az e l forga to t t idom tökéletesen fedi az eredetit . ( I lyen az egyenlő 
oldalú háromszög és négyzet.) A legjobbak egy-egy szögre megta lá l j ák . Mutassuk be, 
hogy pl . a négyzetnél négy ilyen szög v a n (90°, 180°, 270°, 360°)! . 
Ezze l megér te thet jük, hogy nemcsak középpontos , h a n e m forgás sz immetr iáról 
is beszélhetünk. A forgás szimmetria segítségével bonyo lu l tnak tűnő gondolkodás t igénylő 
szerkesztéseket végezhetünk. P l . R a j z o l j u n k egy pa ra l e log rammát és szerkesszünk o lyan 
négyzetet , amelynek csúcsai a para le logramma o lda lán helyezkednek el. A f e l ada t 
o lyan probléma helyzet, melynek megoldásában a gondolkodási műveletek a lka lmazása 
szükséges. A fe lada t megoldása o lyan elméleti ismeretek bevonását igényli, m e l y e k las-
san tú lnőnek a szemléletes szituáció keretein. 
3 5 0 
(Először észre kel l venn i , h o g y a négyze t és a p a r a l e l o g r a m m a k ö z é p p o n t j a egy-
beesik. M a j d a z t , hogy nemcsak a n é g y z e t t ü k ö r k é p e , de a p a r a l e l o g r a m m a is f ed i a z 
e rede t i jé t ; A p a r a l e l o g r a m m a k ö z é p p o n t j á t a z á t l ó k me t széspon t j a m e g h a t á r o z z a stb.) 
A merőleges egyenesek szerkesztését ké t h á r o m s z ö g v o n a l z ó segítségével a t a n -
k ö n y v szemléletesen b e m u t a t j a . 
A 6—7. o sz t á lyban t a n u l t t r a n s z f o r m á c i ó k rendszerezését k iemel t s zempon t sze-
r in t a z a lább i m ó d o n is e lvégezhe t jük : 
1. T á v o l s á g t a r t ó t r a n s z f o r m á c i ó k : eltolás, tengelyes tükrözés , k ö z é p p o n t o s tükrözés , 
e l forga tás , 
eltolás, 
eltolás, k ö z é p p o n t o s tükrözés , e l fo rga tás , 
eltolás, tengelyes tükrözés , k ö z é p p o n t o s t ük rözés , 
e l forga tás , 
eltolás, tengelyes tükrözés , k ö z é p p o n t o s tükrözés , 
e l fo rga tás . 
2. Á l l á s t a r t ó t r a n s z f o r m á c i ó k : 
3. M e n e t t a r t ó t r a n s z f o r m á c i ó k : 
4. A r á n y t a r t ó és s z ö g t a r t ó 
t r a n s z f o r m á c i ó k : 
5. T e r ü l e t t a r t ó t r a n s z f o r m á c i ó k : 
méretes t u l a j d o n s á g o k h e l y z e t 
t e rü le t a r á n y , szög távolság mene t á l lás 
E l to lás + + + + -i-
K ö z é p p . t ük r . + + + + 
E l f o r g a t á s t + + + 
Teng . tükrözés + + + 
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